Définition 1. Soit P € Z[X4,...,X,]. On appelle équation diophan-
tienne toute équation de la forme P(z1,...,z,) = 0, dont on cherche les
solutions sur Z".

I Equations diophantiennes linéaires

1) Arithmétique dans Z

Proposition 2. Soient a,b € Z non nuls simultanément. L’équation
ax = b posséde une unique solution si, et seulement si a | b. Dans ce
cas, cette unique solution est x = 2 €.

Proposition 3 (Bézout). Soient a1,...,an, € Z et d = pged(ay, ..., an,).
Alors il existe uy,...,u, € Z tels que aruy + ...+ apu, = d.

Définition 4. Soient ay,...,a, € Z. On dit que a1, ..
entre eux si pged(ay, ..., a,) = 1.

., Gy, sont premiers

., 4, € 7Z sont premiers entre eux si, et
LUy € Z tels que aquy + ... + apuy, = 1.

Théoréme 5 (Bézout). aq,..
seulement st, il existe uq, ..

Lemme 6 (Gauss). Sia|bc etaNb=1, alorsa]c.

Lemme 7 (Euclide). Soit p premier. Si p | ab, alorsp|a oup|b.

2) Equations diophantiennes de degré 1

On s’intéresse a I’équation de la forme ax + by = ¢, avec a, b, c € Z.

Méthode 8. On effectue l’algorithme d’Fuclide pour trouver le pged de a
et b, noté d. En remontant les étapes de l’algorithme, trouver une solution
de au' +bv' = d puis de au+bv = c. Si (xo,yo) est une solution générale,
on obtient a(x —ug) = b(v — yo) et par le lemme de Gauss, a | v —yo et
b|u—xg, doncv=yo+ ak et u=xg— bk.

Théoréme 9. Soient a,b € Z. L’équation ax + by = ¢ admet des so-
lutions si, et seulement si, d = pged(a,b) | c. Dans ce cas, soit (xo,yo)
une solution particuliére donnée par l’identité de Bézout. L’ensemble des
solutions est donné par :

b a
— — - Z
{(a?()—i-kxd,yo k‘Xd>’k€ }

Exemple 10. (i) 42z + 66y = 10 n’admet pas de solutions.
(i) 112x + 70y = 14 a pour solutions les (2 + 5k, —3 — 8k) pour k € Z.

Proposition 11. L’équation a1z + ...+ a,x, = b admet une solution
si, et seulement si, pged(aq, ..., a,) | b.

II Equations modulaires

On fixe n > 2 et p premier. On travaille par défaut dans Z/nZ.

1) Systémes de congruences

Méthode 12. Pour résoudre l'équation ax = b[n], on peut résoudre dans
Z léquation ax = b+ kn, k € Z, reformulée en ax —nk =b. On retrouve
alors une équation vue dans la premiére partie.

Proposition 13. L’équation ax = b[n| admet des solutions si, et seule-
ment si, pged(a,b) | b. En particulier, a € Z/nZ est inversible si, et
seulement si, a An = 1.

Corollaire 14. Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

Théoréme 15 (Restes chinois). Soient mq,...,my des entiers premiers
entre eux deux d deuzx, et m = my ... myg. Alors application définie par :

S| Z/mL — Z/miZ X...XZL/mpZ
am — (ﬁnn’ o 7ﬁ’rnk)

est un isomorphisme d’anneauz.

Exemple 16. Résolution de systémes de congruences :

{i [3]

2
4 [5]
2) Carrés dans Z/pZ

Définition 17. On pose (F,)? = {z? € F, | x € Fy} Pensemble des carrés
de Fy, et F}? =F2 N},

& x=14+ 15k, k € Z

Proposition 18. Siqg=p", ona :
(i) Sip=2, F2=F,
o 1 -1
(i) Sip>2, |F2| = 92 et [F3?| = 45+
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Proposition 19. Siqg=p" etp>2, onaz cF}? & 27 =1.

Corollaire 20. Si g =p" et p > 2, -1 est un carré dans Fy si, et seule-
ment si, q est congru d 1 modulo 4.

Corollaire 21. Il y a une infinité de nombres premiers de la forme 4k+1.

Définition 22. Soit p un premier impair et ¢ € N. On définit le symbole
de Legendre de a par p par :

a 1 sz
(> =q —1 st
p 0 si

Proposition 23. Pour z,y € F}, on a (% = (%) (%)

Le symbole de Legendre donne un morphisme Fy — {+1}.

2

F*
P
2

€
¢ F,
= 0

el 2 9

Proposition 24. Soit p un premier impair et a € N, alors (%) =a'T [p]

Théoréme 25 (Réciprocité quadratique). Soient p et q deux premiers

1) = E) (—1)5 57

distincts impairs. Alors ;

2_1

Proposition 26. (%) =(-1)"=

Bxemple 27. (3) = (4) = (8) = (3) (5) = - (¥) =~ (3) =1

Exemple 28. L’équation z2 + 59y = 23 n’a pas de solutions entiers.

III Equations diophantiennes non linéaires

1) Premiers exemples

Méthode 29 (Descente infinie).
(i) On suppose par Uabsurde qu’il existe une solution non triviale.
(i) On construit d partir de cette solution une autre solution plus petite.

(iii) Par récurrence, on obtient une suite décroissante infinie de solutions
non triviales. Ce qui est impossible car toute suite décroissante de
N est stationnaire.

Théoréme 30. L’équation x*+y* + 22 n’as pas de solutions entiéres non
triviales

Théoréme 31. Soit (x,y,z) un triplet pythagoricien, c’est-a-dire solu-
tion de x? + y? = 22. Il existe d € 7 et u,v premiers entre euz tels que,
a permutation prés, on a ¥ = d(u? —v?), y = 2duv, z = d(u® + v?).

Théoréme 32. L’équation de Fermat ™ + y™ = 2™ n’a pas de solutions

pour n = 4.

Remarque 33. Cette équation n’a en fait pas de solution non triviale
pour tout n > 3. Conjecture de Pierre de Fermat, prouvée par Andrew
Wiles en 1995.

Théoréme 34 (Sophie Germain). Soit p un nombre premier impair tel
que 2p + 1 est premier. Si P 4+ yP + y? = 0, alors zyz = 0[p].

2) Réduction modulaire

Méthode 35. On peut réduire une équation d une équation modulaire
dans Z./nZ pour trouver (ou pas) une solution.

Exemple 36. La résolution de x2 + py = z nous rameéne d la recherche
d’une racine carrée de z modulo p.

Exemple 37. L’équation 23 +5 = 117y3 n’a pas de solution.

Exemple 38. Les équations 3 + 93 + 23 =4 et 23 + 93 + 23 =5 n'ont
pas de solutions entiéres.

3) L’anneau Z[i| des entiers de Gauss

Définition 39. On définit Z[i] = {a +ib € C|a,b € Z} 'anneau des en-
tiers de Gauss.

Proposition 40. Z[i|* = {£1, £i}
Proposition 41. Z[i] est un anneau euclidien.
Définition 42. On note ¥ = {n =a? 4+ b? |a, be N}.

Lemme 43. Soit p premier impair. Alors p € ¥ si, et seulement si, p est
réductible dans Z]i].

Lemme 44. Y est stable par multiplication.
Théoréme 45. Soit p premier impair. Alors p € ¥ ssi p = 1[4].

Corollaire 46 (Théoréme des deux carrés). Soit n € Nx. On le décom-

pose en produit de facteurs premiers : n = [] p?r () Alors :
p€P

neX s (VpelP,p=3[4]=v,(n) =0[2])
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Développements

— Théoréme des deux carrés (40,41,43,44,45,46) [ ]
— Loi de réciprocité quadratique (25) | ]
— Théoréme de Sophie Germain (34) [ ]
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